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g i". 

La  méthode  que  je  vais  exposer  est  tellement  simple,  qu’il  y a lieu  de 
s’étonner  qu’elle  ne  se  soit  pas  présentée  plus  tôt  à l’esprit  des  géomètres. 
D’un  autre  côté  elle  est  tellement  générale,  qu’elle  fournit  immédiatement 
des  valeurs  aussi  approchées  qu’on  le  désire  de  toutes  les  racines  réelles 
des  équations  algébriques , souvent  même  des  équations  transcendantes. 
Enfin,  les  approximations  successives  sont,  non-seulement  très  faciles, 
mais  encore  très  rapides  , pour  le  moins  aussi  rapides  que  dans  la  méthode 
newtonienne , et  il  arrive  bientôt  un  moment  où  le  nombre  des  chiffres  dé- 
cimaux est  plus  que  doublé  à chaque  opération  nouvelle.  Tous  ces  avan- 
tages réunis  ne  me  permettent  pas  de  révoquer  en  doute  la  nouveauté  de 
la  méthode,  quoique  je  n’aie  en  ce  moment  à ma  disposition  aucun  ou- 
vrage écrit  sur  le  même  sujet.  Mais  ils  sont  tellement  sensibles  que  la  mé- 
thode, une  fois  livrée  au  public,  ne  pourrait  manquer,  ce  me  semble,  d’être 
adoptée  et  mise  en  pratique  par  tous  les  amis  des  sciences.  Je  commence- 
rai par  énoncer  deux  des  principaux  théorèmes  sur  lesquels  elle  s’appuie  ; 
puis  je  déduirai  de  ces  théorèmes  la  méthode  elle-même. 
ier  Théorème.  Supposons  que  les  deux  fonctions 

/(*)»  F (a:), 

étant  l’une  et  l’autre  positives,  pour  xz=  a , resîentfinies  et  continues  entre 
les  limites 

x — a,  x=  b, 

I 


( 2 ) 

et  vérifient  constamment,  dans  cet  intervalle,  la  condition 

/(x)  <F(x). 

Si  la  seconde  des  équations 

(0  /(*)  — O,  (2)  F(x)  = o 

offre  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  les  limites  données, 
et,  si  l’on  nomme  c celle  de  ces  racines  qui  est  la  plus  voisine  de  la  limite  a, 
l’équation  (i)  offrira  elle-même  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises 
non-seulement  entre  les  limites 

a et  b y 

mais  encore  entre  les  limites  plus  resserrées 

a et  c. 


Démonstration.  En  effet,  dans  l’hypothèse  admise,  la  condition 


/ (x)  < F (x), 


étant  vérifiée  pour  x=c,  en  même  temps  que  l’équation  (a),  donnera 

/(c)<  o, 

et  comme  on  aura  d’ailleurs 

la  fonction  f(x)  passera  du  positif  au  négatif,  tandis  que  la  variable  x pas- 
sera de  la  valeur  x — a à la  valeur  x =c.  Donc  cette  fonction,  variant 
dans  l’intervalle  par  degrés  insensibles,  puisqu’elle  reste  continue,  s’éva- 
nouira pour  une  valeur  de  x comprise  entre  a et  c. 

Le  théorème  ier,  dans  lequel  on  peut  supposer  à volonté  b<a,  ou 
b>a,  entraîne  évidemment  la  proposition  suivante, 
a*  Théorème.  Soit 

(0  /(*)  = ° 


une  équation  dont  le  premier  membre  reste  fonction  continue  de.r,  entre 
des  limites  données 

x = x0,  x = X>>x0. 


Soient  encore 


«■(X),  4(x);  n(x),  *(x) 


quatre  fonctions  qui  restent  continues  entre  ces  limites,  et  se  réduisent  à 
des  quantités  affectées  du  même  signe  que  /(x),  les  deux  premières,  pour 
x=x0 , les  deux  dernières  pour.r  = X.  Supposons,  d’ailleurs,  qu’entre  les 


( 3 ) 


limites  données  ces  diverses  fonctions  vérifient  constamment  les  condi- 
tions 


(3) 

(4) 


*>-(*)  ^ /(£.)  ^ J_(?) 

f(x o)  ^ f(xo)  ^ /(* o)’ 

n(ar)  . *(*) 

/(X)  ^/(X)^  /(X)’ 


le  signe  ■<  pouvant  être  remplacé  par  le  signe  =s,  quand  la  variable  x se 
réduit,  dans  la  formule  (3)  , à la  limite  x,,  ou  dans  la  formule  (4),  à la  li- 
mite X.  Enfin,  concevons  que,  dans  le  cas  où  des  valeurs  de  x renfermées 
entre  x0 , X vérifieraient,  comme  racines,  soit  l’équation  (i),  soit  une  ou 
plusieurs  des  équations  auxiliaires 

(5)  nr{x)  = o,  (6)  rj/(a:)  = 0,  (7)  U(x)  = o,  (8)  *(x)  = o, 


on  nomme 

£ et  S la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  ces  racines,  pour  l’équation  ( 1 ) , 
jx  la  plus  petite,  pour  l’équation  (5), 

•r0-+-  v la  plus  petite,  pour  l’équation  (6) , 

X — M la  plus  grande , pour  l’équation  (7), 

X — N la  plus  grande,  pour  l’équation  (8). 

Si  l’équation  (1)  admet  effectivement  des  racines  réelles  comprises  entre 
les  iimites  x„,  X,  l’existence  de  ces  racines  entraînera  l’existence  des  racines 

xa  *4 ~ > X — M , 

qui  pourront  être  substituées  avec  avantage  aux  limites  x„,X  , attendu 
que  l’on  aura 

(9)  + (IO)  2 < X — M, 

les  deux  racines  £ , S pouvant  être  distinctes  ou  se  réduire  à une  seule. 
De  plus,  l’existence  de  la  racine  «r0-f-v  entraînera  toujours  l’existence  des 
racines  2 , distinctes  ou  non  l’une  de  l’autre  , et  par  suite  des  racines 

x0~\~  ft , X — M 

qui  vérifieront  la  condition  (10)  ainsi  que  la  suivante 

(il)  xo  +/“  < I < xo  4-  »■ 

Pareillement  l’existence  de  la  racine  X — - N entraînera  toujours  l’exis- 
tence des  racines  2 distinctes  ou  non  l’une  de  l’autre,  et  par  suite  des 


( 4 ) 

racines  x0  H-fx,  X — M 

qui  vérifieront  la  condition  (9)  avec  la  suivante 

(12)  X — N<s<X  — M. 

Corollaire  1".  Si  la  limite  xa  était  racine  de  l’équation  (1) , elle  devrait 
être  pareillement  racine  de  l’équation  (5);  et,  en  excluant  cette  racine  , 
on  pourrait  énoncer  encore  le  2e  théorème,  pourvu  que  l’on  remplaçât, 
dans  la  formule  (3),  la  quantité  f (ac0')  par  J {pc0  -f-  g),  g désignant  un 
nombre  infiniment  petit. 

Corollaire  2e.  Si  la  limite  X était  racine  de  l’équation  (1),  elle  devrait 
être  pareillement  racine  de  l’équation  (7)  ; et , en  excluant  cette  racine,  on 
pourrait  encore  énoncer  le  2e  théorème,  pourvu  que  l’on  remplaçât,  dans 
la  formule  (4),  la  quantité  f (X)  par  f(X  — g),  g désignant  un  nombre  in- 
finiment petit. 

Corollaire  3e.  Supposons  la  fonction  f (x)  décomposée  en  deux  autres 

<P  (*) , — X (*) , 

dont  les  dérivées 

<?'  (*) , — x (*) 

1 

soient  la  première  toujours  croissante,  et  la  seconde  toujours  décroissante, 
pour  des  valeurs  croissantes  de  a:,  comprises  entre  les  limites  données; 
ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si,  ces  limites  étant  positives,  et  f{x)  une 
fonction  entière,  on  prend  pour  <p  (x)  la  somme  des  termes  positifs,  et 
pour  — % ( x ) la  somme  des  termes  négatifs.  En  désignant  par  a une 
quantité  comprise  entre  les  limites  xD,  X,  ou  même  équivalente  à l’une 
de  ces  limites,  on  aura,  en  vertu  d’une  formule  connue 

(13)  p(x)  = *(«)  + (*  — a)  <p'  (k),  % (x)  = as  (a)  -f  (x  — d)  (u)  , 

les  quantités  «,  v étant  renfermées  elles-mêmes  entre  a et  x,  à plus 
forte  raison  entre  les  limites  x0,  X;  puis,  en  ayant  égard  à l’équation 
identique 

(*4)  /(*)  =<P  (*)  — X (*)  t 

on  tirera  des  formules  (i3) 

( 1 5)  / (x)  =/ ( a ) -f-  (x  — a)  0'  (u)—X  (•»)] • 

Comme  on  aura  d’ailleurs,  dans  l’hypothèse  admise, 

(16)  <p'  (x0)  < <p'  (U)  < <p'  (X)  , x'  (x#)  < x'  (V)  < <x>  r 


% 


*(  5 ) 


la  formule  (i5)  donnera 

0 7)  /(*)  </(«)  + (*-«)  [?'  (X)  - *'  (*.)]  , 

(*8)  / (*)  >/(«)  + (*-«)  O'  (*„) — *'  (X)]  ; 

puis,  en  divisant  par  f(a)  les  deux  membres  de  celles-ci,  on  trouvera, 
i°.  si  f Ça)  est  positif 


(*9) 


, 4.  (*.)  — X (X)  f(x)  9'  (X)  — ;/(*„) 

1 + f(a)  {X  a)  < f{a)  < + f{a)  {X  °h 


20.  si  f (a)  est  négatif 

9'  (X)  — (ar0) 


(20) 


1 + 


(*—«)<  (3r°--— } <*  - «>. 


/(a)  v~  ^ / (a)  ^ ‘ ”r  ./(a) 

Si  maintenant  on  désigne,  pour  abréger,  par 


1 1 

et  -g 


le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  rapports 


(21) 
et  par 


x'(X)  <p'(X)—z'(x0) 

f(x  0) 


f{Xo) 


I I 

1’  B 


le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rapports 

(22) 

on  tirera  de  la  formule  (19)  ou  (20),  i#  en  y remplaçant  a par  x0 

m 


<P(.xo) — ^(X)  <p'(X) — x\x0) 

/(X)  ’ /(X)  1 


. *0  ^ fix)  ^ . X— x0 

1 <.  __  1 


fix  o) 


2°.  en  y remplaçant  a par  X, 


(24) 


1 + 


X— x 
A 


^ /(*) 
^/(X) 


<«4 


r— X 
B * 


Gomme  les  trois  membres  dont  se  compose  chacune  des  formules  (23),  (2*4), 
sont  trois  fonctions  de  x qui  offrent  des  valeurs  égales  à l’unité,  par  consé- 
quent affectées  du  même  signe,  quaiîd  on  pose  x=zx0  oux=X,  ces  for- 
mules pourront  être  substituées,  dans  le  2e  théorème,  aux  formules  (3)  et 
(4)  » alors  les  équations  (5) , (6),  (7),  (8),  réduites  aux  suivantes  : 


( 6 )* 


- X -Xç,  . . X X q i oc 1 X 

(25)  I — =o,  (26)  I ^—=0,  (27)  h ^-=0,  (28)  H g— =0, 

offriront  pour  racines  les  quatre  quantités 

(29)  x„  -j-a,  xD  + S,  X — A,  X— B. 

Mais  chacune  de  ces  quantités  ne  pourra  se  confondre  avec  l’une  de  celles 
que  nous  avons  représentées,  dans  le  20  théorème,  par 

(30)  xD-\- ft  x0-{-v,  X — M,  X — N, 

qu’autant  qu’elle  restera  comprise  entre  les  limites  x0,X.  Cela  posé,  le 
2e  théorème  entraînera  évidemment  la  proposition  suivante  : 

3e  Théorème.  Soit 

(O  /(*)  = <>, 

une  équation  dont  le  premier  membre  f(x)  reste  fonction  continue  de  x, 
entre  les  limites 

x — xoy . x = X. 

Supposons  d’ailleurs  la  fonction  f(x)  décomposée  en  deux  autres 

<?(*)>  —zi*) , 

qui  restent  elles-mêmes  continues  entre  les  limites  données,  et  soient  tou- 
jours la  première  croissante,  la  seconde  décroissante,  tandis  que  l’on  fait 

croître  x entre  ces  limites.  Enfin  , nommons  — Me  plus  petit  et  — 4 le  plus 

grand  des  rapports 

<p'(x  o)  — %'(X)  fl'(X) — %'(x0) 

/(*o)  ’ / (*0) 

Nommons,  au  contraire  ^ le  plus  grand  et  ^ le  plus  petit  des  rapports. 

<P'(* o)—x'(X)  4>'(X)— z'(x0) 

/(X)  ’ /(X)  • 

Si  l’équation  (1)  ollre  des  racines  comprises  entre  les  limites  x0,  X,  les 
quantités 

*0  + *,  X — A 

seront  elles-mêmes  renfermées  entre  ces  limites,  et  comprendront  entre 
elles  toutes  les  racines  dont  il  s’agit.  De  plus,  il  suffira  que  l’une  des  quan- 
tités 


x*  + C, 


X — B, 


( 7 ) 

soit  comprise  entre  les  limites  x0,X,  pour  que  l’équation  (i)  offre  certaine- 
ment des  racines  renfermées  entre  ces  limites.  Nommons  £ la  plus  petite  , 
et  E la  plus  grande  de  ces  racines,  les  deux  racines  E pouvant  quelque- 
fois se  réduire  à une  seule.  Si  la  quantité  x0  -f-  £ est  comprise  entre  les  li- 
mites x0,  X,  on  pourra  en  dire  autant  des  quantités  x0  -f-a,  X — A,  qui  véri- 
fieront les  conditions 

(3.)  *<$  <X„  + S,  (32)  - < X — A ; 

et  si  la  quantité  X — B est  comprise  entre  x„,X,  on  pourra  encore  en  dire 
autant  des  quantités  x0  -f-  a,  X — A , qui  vérifieront  les  conditions 

(33)  *„  + «<?,  (34)  X — B < h < X — A. 

Nota.  Lorsqu’à  la  formule  (i5)  on  substitue  la  suivante  : 

f(x)  — /(«)  + (*— «)  /'(«)  + ~ (x—ay  [<p\u)—x  («)], 

alors  on  obtient  le  théorème  suivant  analogue  à celui  qu’on  vient  d’é- 
noncer. 

4®  Théorème.  Le  premier  membre  de  l’équation  donnée 

f(x)  = O 

étant  un  polynôme  en  x du  degré  n , supposons  qu’on  cherche  la  racine 
positive  immédiatement  inférieure  à une  limite  donnée  X.  On  posera 

- = /(X),  £ = /'(X), 

et  l’on  prendra  pour  y la  moitié  du  résultat  qu’on  obtient  en  écrivant  X 
au  lieu  de  x dans  la  dérivée  du  second  ordre  de  la  partie  de  f{x)  qui  se 
compose  de  termes  affectés  d’un  signe  opposé  à celui  de  la  quantité  y(X); 
puis  on  résoudra  l’équation  du  second  degré 

(34)  « + |3(*  — X)  + >(*  — X)a  = o. 

Si  l’on  nomme  X,  la  plus  petite  racine  de  cette  dernière  équation  et 

X,  X,,  Xa,  X3, . . . 

une  série  de  quantités  dont  la  troisième  se  déduise  de  la  seconde,  la  qua- 
trième de  la  troisième,  etc comme  la  seconde  se  déduit  de  la  première  , 

la  racine  cherchée  sera  la  limite  vers  laquelle  convergera  très  rapidement 
le  terme  général  de  cette  série. 

Si  l’on  prenait  pour  X une  limite  supérieure  à toutes  les  racines  po- 
sitives, la  méthode  indiquée  ferait  connaître  la  plus  grande  de  ces  racines» 


( 8 ) 

La  méthode  est  applicable  au  cas  même  où  X serait  une  racine  posi- 
tive déjà  trouvée,  et  fournirait  alors  la  racine  positive  immédiatement  in- 
férieure. 

Démonstration.  En  conservant  les  notations  du  théorème  3 et  suppo- 
sant de  plus  x0  = o,  X > o , on  aura  non-seulement 

*(*)  = *(X)  + (*-X)  <p'(X)  + *» 

u étant  compris  entre  x0  et  X,  mais  aussi 

<?"(«)>  o *»<  <P"(X), 

et  par  suite 

<p(x)  > <p(X)  + (x  — X)  <p'(X)  , 

*(*)  < ?(X)  + (*  - X)  *'(X)  + (X  ÿ *"(X), 

on  trouvera  de  même  pour  des  valeurs  de  x inférieures  à X 
x(x)  > *(X)  -I-  (x  — X)  *'(X) 

*(*)  < AS(X)  + (*  - X)  *'(X)  + **(X) 

et  comme  on  a f(x)  = <p(x)  — %(x)  on  trouvera , 

/(*)  > /(X)  + (*  - X)  /'(X)  - (— * (X) 

< /(X)  + (*-*)  /'(X)  + *"(X)  ; 

donc,  d’apres  le  théorème  2,  la  plus* grande  des  racines  de  la  proposée 
inférieures  à X sera  surpassée  si  y(X)  est  positif  par  la  plus  petite  des 
racines  de  l’équation  auxiliaire 

/(x)  + (x-X)  /'(X)  - *'(X)  = 0, 

et  si  y(X)  est  négatif  la  plus  petite  racine  de  l’équation 
/(X)  + (x-X)  /'(X)  + <X~2X”  »"(X)  = o. 

Donc , etc. 

Exemple.  Soit  donné  à résoudre  l’équation  de  Lagrange 

*3“  7*  + 7 — o» 

et  supposons  que  l’on  cherche  ses  racines  positives.  Comme  on  aura  ( voir 
l'analyse  algébrique ) x*-}-  7 > 2\/rjx 3,  les  racines  positives  de  la  proposée 


( 9 ) 

seront  inférieures  à la  racine  positive  de  l’équation  auxiliaire  2 \/']x3=-’]Xi 
c’est-à-dire  à | = 1,7 5.  De  plus  la  formule  (1)  donnera,  pour  X=i,75, 

(X3  — 7X  + 7)  -f-  (3X’  — 7)  (x  — X)  = o , x = 1 , 7 . . . environ , 

Et  pour  X = 1,7. . . 

(X3  — 7X  -J-  7)  -f-  (3X* — 7)  (x  — X)  -f-  3X(.c  — X)a  = o , x=  i,38... 


En  posant  de  nouveau  x = i,38,  on  trouvera  x = 1,356g...  En  po- 
x = i,70,  on  trouvera  1,692.  Les  deux  racines  de  la  proposée  sont  en  effet 
i,35Ü9  et  *>692. 

Ajoutons,  que  les  conclusions  précédentes  subsisteront  lors  même 
que  f{pc)  sera  une  fonction  transcendante,  si  cette  fonction  est  décompo- 
sable  en  deux  parties  <p(x)  et  x{x)  telles  que  chacune  des  dérivées  <p"(x) 
%"(.r)  acquerra  des  valeurs  positives  toujours  croissantes  pour  des  valeurs 
positives  de  x. 


§ II.  — Méthode  linéaire. 


Étant  donnée  une  fonction  f(x)  qui  reste  finie  et  continue  ainsi  que  sa 
dérivée  f\x)  entre  les  limites 

x — x0)  x = X > x0, 

on  aura  , en  supposant  xetfl  renfermés  entre  ces  limites  , 

f(x)  = /(«)  4-  — a)f'(u) , 

la  valeur  de  u étant  elle-même  renfermée  entre  a etx,  à plus  forte  raison 
entre  xa  et  X.  Cela  posé,  nommons 

v,  V 

la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  la  fonction  dérivée  f\x) 
puisse  acquérir  entre  les  limites  x = x0  , x = X , ou  bien  encore  deux 
quantités  dont  la  première  soit  inférieure  à la  plus  petite  de  ces  valeurs , 
et  la  seconde  supérieure  cà  la  plus  grande.  Si  l’on  désigne  par  la  notation 

M(v,  Y) 

une  quantité  comprise  entre  t>et  Y,  l’équation 

/'(«)  = M(v,  Y), 

2 


( ÏO  ) 

jointe  à celle  qui  précède , entraînera  la  suivante 

/(x)  = M[/(a)  4-  v(x  — a ),  /(a)  + V(x  — a)J, 
de  laquelle  on  tirera,  en  posant  successivement a = x0,  « = X, 

/(x)  = M [/(x0)  -f-  K*  — xc),  /(x0)  -f  V(x  — xJ], 

/(a:)  = M[/(X)  + v(x  _ X),  /(X)  4-  V(x  — X)]. 

Or  de  ces  dernières,  jointes  au  3*  théorème  , du  paragraphe  1er,  on  déduira 
immédiatement  la  proposition  que  je  vais  énoncer. 

Tliéoreme.  Soit 

(i)  /(*)  = o 

une  équation  dont  le  premier  membre  reste  fonction  continue  de  x, 
ainsi  que  sa  dérivée,  entre  les  limites 

X Z=  Xo,  X = X > x0. 

Nommons  v la  plus  petite,  Y la  plus  grande  des  valeurs  que  la  fonction 
f'(x)  puisse  recevoir  entre  les  limites  dont  il  s’agit,  ou  bien  encore,  deux 
quantités , la  première  inférieure  à la  plus  petite  de  ces  valeurs;  la  se- 
conde, supérieure  à la  plus  grande;  et  concevons  que  l’on  résolve  les 
équations  linéaires 

(2)  /(X0)  4-  — Xo)  = O,  f{XD)  4-  V(X  — X0)  = O, 

(3)  /(X)  4-  v(x  — X)  = o,  /(X)  4-  V(x  - X)  = o. 


Supposons  d’ailleurs  que,  dans  le  cas  où  des  valeurs  de  x,  renfermées 
entre  xa , X,  vérifieraient,  comme  racines,  soit  l’équation  (i),  soit  les 
équations  auxiliaires  (2)  et  (3) , on  nomme 

£ et  S la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  ces  racines  pour  l’é- 

quation (1) , 

x,  et  x,  4-cT,  la  plus  petite  et  la  pins  grande  pour  le  système  des 
équations  (2) , 

X,  et  X,  — g,  la  plus  grande  et  la  plus  petite  pour  le  système  des  équa- 
tions (3). 

Si  l’équation  (1)  admet  effectivement  des  racines  réelles  comprises  entre 
les  limites  x0 , X,  l’existence  de  ces  racines  entraînera  l’existence  des 
nouvelles  limites 


x 


1 y 


1 1 


x 


( «I  ) 

qui  pourront  être  substituées  avec  avantage  aux  limites  données 


attendu  que  l’on  aura 

(4)  xo  < < ?,  s < x,  < x, 

les  deux  racines  £,  H pouvant  être  distinctes  l’une  de  l’autre,  ou  se 
réduire  à une  seule.  De  plus,  l’existence  de  la  racine  x,  + cT,  entraînera 
toujours  l’existence  des  racines  H,  distinctes  ou  non  l’une  de  l’autre,  et 
par  suite  l’existence  des  limites  x,  , X, , qui  vérifieraient  la  seconde  des 
conditions  (4)  avec  la  suivante 

(5)  4-  < X. 


Pareillement  l’existence  de  la  racine  X, — g,  entraînera  toujours  l’exis- 
tence des  racines  S distinctes  ou  non  l’une  de  l’autre,  et  par  suite 
l’existence  des  limites  x,,X,  qui  vérifieraient  la  première  des  conditions  (4) 
avec  la  suivante 


(6)  x0  < X,  - « < s < X,  < X. 

Corollaire  ier.  Supposons  la  fonction  f{x)  décomposée  en  deux  autres 


dont  les  dérivées 


<?(•*)>  — *(*), 


<p'ix) , — 

restent  fonctions  continues  de  x,  entre  les  limites  x = x0,  x = X,  et 
soient  constamment , la  première  toujours  croissante,  la  seconde  toujours 
décroissante  entre  ces  limites.  La  condition 


< « < X, 

entraînera  les  suivantes 

*'(*»)  < <P»  < *'(X),  *'(*.)  < *'(«)  < *'(X); 
et  en  conséquence  la  fonction 

/'(") 

sera  supérieure  à v,  mais  infe'rieure  à Y ; si  l’on  pose 

(7)  v = ç'(Xo)  - *'(X),  V=  <p'(X)  - *'*.). 

Donc  alors  on  pourra,  dans  le  théorème  énoncé,  attribuer  à v et  à Y les 
valeurs  que  fournissent  les  équations  (7). 


2,, 


( >3  ) 

Si,  les  limites  xa , X étant  des  quantités  de  même  signe  , l’équation  (2)  a 
pour  premier  membre  une  fonction  entière  de  x , on  pourra  prendre 
pour  <p(.r)  la  somme  des  termes  positifs  de  ce  premier  membre , et  pour 
— X(x)  la  somme  des  termes  négatifs. 

Corollaire  2.  Si  les  limites  .r0,Xsont  assez  rapprochées  l’une  de  l’autre 
pour  que  la  fonction  dérivée  du  second  ordre  f"(x)  ne  change  pas  de 
signe  entre  ces  limites,  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre  f '(x)  sera 
toujours  croissante,  ou  toujours  décroissante  depuis  x = xQ  jusqu’à 
x=zX.  On  aura  donc  alors,  pour  une  valeur  de  x comprise  entre  les 
limites  données , 

/»  = M [/'(*„),  /'(X)]; 
et  par  suite  on  pourra  prendre  pour 

v et  V 

la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  deux  quantités 

(8)  /'(*„),  /'(X). 

Corollaire  3.  Supposons  les  valeurs  dey,  V déterminées  d’après  une  des 
règles  énoncées  dans  les  corollaires  1 et  2,  ou  d’après  toute  autre  règle, 
en  vertu  de  laquelle,  la  condition 

y»  = M(v,  V) 

étant  vérifiée  pour  toute  valeur  de  u comprise  entre  xD,  X,  les  limites 
v , V se  rapprochent  l’une  de  l’autre  en  même  temps  que  les  limites 
xa , X.  Supposons  d’ailleurs  que  l’équation  (1)  offre  une  ou  plusieurs  ra- 
cines réelles  entre  les  limites  x0,  X.  L’existence  de  ces  racines  entraînera 
l’existence  des  nouvelles  limites  désignées  par  x,,  X,;  et  si  l’on  repré- 
sente par 

(9)  *0,  *3,  etc., 

(io)  X,  X,,  X,,  X3,  etc.  ^ 

deux  séries,  dans  chacune  desquelles  le  troisième  terme  se  déduit  du 
second  , le  quatrième  terme  du  troisième  , etc.,  comme  le  second  terme  se 
déduit  du  premier,  le  terme  général  de  la  série  (9)  s’approchera  indéfini- 
ment de  la  racine  £ , et  le  terme  général  de  la  série  (10)  de  la  racine  H , 
£ étant  la  plus  petite  et  H 1a  plus  grande  des  racines  dont  il  s’agit.  En  effet, 
soient 

Vm  1 ^ m 

ce  que  deviennent  v et  V , lorsqu’on  remplace  x„  et  X par  xm  et  X„ , 


( '3  ) 

m étant  un  nombre  entier  quelconque , vm  et  Ym  seront  compris  entre  les 
limites  p,  V,  et  la  valeur  de  sera  donnée  non  par  l’une  des  for- 

mules^) , mais  par  l’une  des  suivantes 

/(xm)  -j-  Vni(rm+ 1 xm)  — °>  f -f"  Vm(xm+I  Xm ) = O. 

Or,  en  vertu  de  l’une  ou  de  l’autre,  la  valeur  numérique  de  f(xm) 
sera  inférieure  à celle  de  l’un  des  produits 

Xm  ^ , V(arm+I  — % m)  , 

et  deviendra  infiniment  petite  avec  la  différence  xm+t — jcm  pour  des  valeurs 
infiniment  grandes  de  m,  attendu  que  les  termes  de  la  série  (g)  croissent 
toujours  sans  pouvoir  surpasser  X.  Nommons  £ la  limite  dont  s’approchent 
les  valeurs  décroissantes  de  ces  mêmes  termes.  La  limite  de J"(  xm)  ou  f(£) 
sera  nulle  , d’après  ce  qu’on  vient  de  dire,  et  £ ne  pourra  être  que  la  plus 
petite  des  racines  de  l’équation  (i),  entre  les  limites  x9,X,  puisque  cette 
plus  petite  racine  devra  surpasser  tous  les  termes  de  la  série  (9). 

On  prouvera  de  même  que  la  limite  dont  s’approchent  en  décroissant 
les  termes  de  la  série  (10),  se  réduit  à la  plus  grande  des  racines  de  l’é- 
quation (2)  comprises  entre  xa  et  X. 

La  méthode  de  résolutions  des  équations , fondée  sur  la  détermination 
des  divers  termes  de  la  série  (9)011  (10),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur 
l’emploi  des  équations  linéaires  (2)  et  (3)  , est  ce  qu’on  doit  naturellement 
nommer  la  méthode  des  approximations  linéaires  ou  simplement  la  mé- 
thode linéaire. 

Corollaire  4.  Supposons  la  fonction  j"(x)  est  toujours  affectée  du  même 
signe,  et  toujours  différente  de  zéro,  entre  les  limites  données  jc=x0  , 
x = X.  Alors,  en  vertu  du  corollaire  2,  on  pourra  prendre 

/(*  o)  et  /(X) 

pour  valeurs  de  v et  de  Y,  ce  qui  réduira  les  équations  auxiliaires  (2)  et  (3) 
aux  suivantes  : 

(11)  f(x0)  + {X  — x0)f\x0)  = O,  f{x0)  + (x  — x0)f\X)  = O, 

(12)  /(X)  + (x  — X)f'(x0)  =0,  /(X)  + (x  — X)f'(X)  = O. 

Alors  aussi,  la  fonction  f\x)  étant  toujours  croissante  ou  toujours  dé- 
croissante entre  les  limites  données,  l’équation  dérivée 


03) 


f\x)  = O 


C *4  ) 

offrira  tout  au  plus  une  racine  simple,  et  la  proposée 

/(*)  = 0 

tout  au  plus  deux  racines  £,  S comprises  entre  ces  limites. 

Si  la  proposée  offre  effectivement  deux  racines  simples 

£ 2 

comprises  entre  les  limites  données,  les  quantités 

/(*.)>  /(X) 

seront  affectées  du  même  signe  , et  leur  signe  sera  encore  celui  de  f"(x)  » 
entre  les  limites  x = x„ , x = X.  En  effet,  x venant  à croître  à partir  de 
x0  , la  fonction 

/(*) 

/(■O’ 

d’abord  positive,  deviendra  nulle  pour  x = £,  Donc  cette  fonction  dé- 
croîtra en  passant  par  zéro,  et  sa  dérivée 

/'W 

/(■*  o) 

sera  négative  pour  x=%.  Mais,  entre  les  limites  £ et  S,  il  y aura  une 
valeur  de  x propre  à vérifier  la  formule  (i3).  Donc  la  fonction 

y» 

/(*  o) 

croîtra  en  passant  par  zéro,  et  sa  dérivée 


/V) 

/(•*o) 


sera  positive  pour  la  valeur  de  x qui  vérifiera  l’équation  (i3).  Donc  cette 
fonction  sera  constamment  positive,  si,  comme  nous  le  supposons,  elle 
conserve  constamment  le  même  signe  entre  les  limites  données.  Dans  cette 
hypothèse,  et  en  admettant  que  f(x0),f(X)  soient  des  quantités  de  même 
signe , on  aura 


(«4) 


/(*.) 


< O < 


/'(X) 

/(*»)’ 


/'(*„> 

/(X) 


< ° < 


/'(X) 

/(X)’ 


et,  comme  f(x0) , /'(X)  seront  des  quantités  affectées  de  signes  con- 
traires, on  pourra  en  dire  autant  des  valeurs  de  x — x„  fournies  soit  par 


( *5  ) 

les  équations  (n),  soit  par  les  équations  (12).  Donc,  parmi  ces  quatre 
équations,  les  seules  qui  fourniront  des  racines  comprises  entre  les  li- 
mites ,r»,  X seront  la  première  et  la  dernière,  en  sorte  qu’on  aura 


(i5) 


X, 


= X — 


/(X) 

/'(X)- 


Des  deux  quantités  qui  précèdent  la  première  xt  sera  inférieure  à la  ra- 
cine £,  et  la  seconde  X,  supérieure  à la  racine  H de  l’équation  (1). 

Si  la  proposée  offre  une  seule  racine  £ comprise  entre  les  limites  x„, 
X,  alors  J(x0)  et  y(X)  étant  affectées  de  signes  contraires,  on  trouvera, 
i°.  en  supposant  f"(oc ) constamment  affecté  du  même  signe  que  f(xa)  , 


(16) 


fV'o)  < /'(X) 


/'(*„)  > /'(X) 


/(*«)  ^ /(*«)’  /(X)  ^ /(X)  ’ 

puisque,  dans  ce  cas,  la  dérivée  , savoir^-^  sera  positive,  20.  en 

supposant^x)  constamment  affecté  d’un  signe  contraire  à celui  de  f(x0 ), 


/'(■*„)  /'(X)  /'(*„)  /'(X) 

f{xQ)  ^ f{Xoy  /(X)  /(xr 


Dans  la  première  hypothèse,  les  formules  (1 1)  et  (12) , jointes  aux  condi- 
tions (16),  donneront 


(18) 


X,  = T0  — 


f\X o)  ’ 


X, 


J ixo. 


Dans  la  seconde  hypothèse  , au  contraire  , les  formules  (i  1)  , (12)  jointes 
aux  conditions  (17),  donneront 


09) 


/(f  0) 

/'(X) 


X,  = 


x _ 

/W 


Dans  l’un  et  l’autre  cas,  x,  et  X,  représenteront,  la  première  une  limite 
inférieure,  la  seconde  une  limite  supérieure  à la  racine 

Il  est  bon  d’observer  que  des  formules  (18)  et  (19)  la  première  et  la 
dernière  coïncident  avec  la  première  et  la  seconde  des  équations  (i5). 

Lorsque  la  quantité  x0  ou  X représente  une  valeur  déjà  très  approchée 
d’une  racine  £ ou  H de  l’équation  (1),  la  substitution  de  la  limite 


X ! — .T0 

à la  limite  x0 , ou  de  la  limite 

X,  = X - 


/(*<>) 

/'(*  0) 

/(X) 

/'(X) 


( ) 

à la  limite  X , constitue  la  méthode  d’approximation  de  Newton.  Ainsi  la 
méthode  de  résolution  des  équations , fondée  sur  le  théorème  premier  , 
comprend  comme  cas  particulier  la  méthode  newtonienne. 

Quant  à celles  des  équations  (18) , (19)  qui  ne  coïncident  pas  avec  l’une 
des  équations  (1 5),  elles  ont  été,  je  crois  . déjà  indiquées  par  M.  Fourier , 
peut-être  même  par  M.  Legendre,  comme  capables  de  fournir  des  limites 
opposées  à celles  que  donne  la  méthode  de  Newton. 

Si  l’équation  f(x)  = o n’offrait  pas  de  racines  comprises  entre  les 
limites  X,  alors  les  équations  auxiliaires  n’offriraient  point  deux 
racines  comprises  entre  les  limites  x„ , X,  et  que  l’on  pût  considérer 
comme  deux  nouvelles  limites  x, , X,  ; ou  les  termes  de  la  série  (9)  fini- 
raient par  surpasser  les  termes  correspondants  de  la  série  (10). 

Corollaire  5.  Supposons  la  fonction  f(x)  décomposée  en  deux  autres 

dont  les  dérivées  du  second  ordre 

restent  continues  entre  les  limites  x=  xQ,  x = X , et  soient  la  première 
toujours  croissante,  la  seconde  toujours  décroissante  entre  ces  limites. 
Les  deux  différences 

(310)  P"(*n)  — *"(X),  4>"(X)  — 

seront,  la  première  inférieure  à la  plus  petite,  la  seconde  supérieure  à 
la  plus  grande  des  valeurs  qu’acquerra  entre  ces  limites  la  fonction 

f\x)  = <p'\x)  - x"{x). 

Par  conséquent,  si  les  quantités  (20)  offrent  le  même  signe,  ce  signe 
affectera  constamment  la  valeur  de  f"(x)  entre  les  limites  données.  Donc, 
pour  que  la  méthode  newtonienne  fournisse  des  valeurs  de  plus  en  plus 
approchées  d’une  racine  ou  de  deux  racines  de  l’équation  (1)  comprises 
entre  des  limites  données  x0 , X , il  suffit  que  les  quantités  (20)  offrent  le 
même  signe. 

Si  les  limites  a:,  étant  des  quantités  positives,  l'équation  (1)  a pour 
premier  membre  une  fonction  entière  de  x,  on  pourra  prendre  pour 
<p(x)  la  somme  des  termes  positifs  de  ce  premier  membre,  et  pour  %(.r)  Ia 
somme  des  termes  négatifs.  • 

Corollaire  6.  La  méthode  linéaire , telle  que  nous  l’avons  développée 
ci-dessus,  étant  appliquée  à la  détermination  des  racines  réelles  de  l’é- 
quation 

f{x)  = O 


( »7  ) 

comprises  entre  des  limites  données  xa,  X , fournit  immédiatement  des 
valeurs  approchées  de  la  plus  petite  et  de  la  plus  grande  entre  ces  racines, 
savoir  une  série  de  termes 

(21)  X ,,  X3 , 

qui  croissent  en  s’approchant  de  la  plus  petite  racine  £ , et  une  au  Ire 
série  de  termes 

(22)  X,,  X,,  x3,.... 

qui  décroissent  en  s’approchant  de  la  plus  grande  racine  H . Dans  un 
grand  nombre  de  cas,  la  méthode  linéaire  fournit  en  outre  une  série  de 
termes 

(23)  x,  -f  .r3  -f  x3  -j-  f3,  etc. 

qui  décroîtront  en  s’approchant  de  la  racine  £ , et  une  série  de  termes 

(24)  X,  t|,  X2  £2 , X3  13,  etc. 


qui  croîtront  en  s’approchant  de  la  racine  H ; et  c’est  ce  qui  arrivera 
certainement,  si  les  racines  £ , H ne  diffèrent  pas  l’une  de  l’autre  , c’est- 
à-dire  si  l’équation  (1)  offre  une  seule  racine  comprise  entre  ces  limites 
x0 , X.  Dans  ce  cas  , en  particulier,  la  série  (23)  pourra  se  confondre  avec 
la  série  (22) , et  la  série  (24)  avec  la  série  (21).  Dans  des  cas  semblables  , 
en  calculant 

^ ^ m à'm  y 


OU 

X n,  Ct  Xm  *m  ) 

on  obtiendra  non-seulement  une  valeur  approchée  xm  ou  Xm  de  la  racine 
cherchée  ^ ou  S,  mais  encore  une  limite  cfm  ou  em  de  l’erreur  que  l’on 
commet  en  substituant  cette  valeur  approchée  à la  racine  elle-même. 

Corollaire  7.  Lorsque  l’équation  (1)  offre  une  seule  racine  £ comprise 
entre  x„ , X,  alors  , pour  des  valeurs  croissantes  de  m,  les  termes  gé- 
néraux 


s'approchent  indéfiniment  de  cette  racine  ; et  à moins  que  l’on  n’ait 
(25)  /"(£)  = o, 

il  arrive  bientôt  un  instant  où  les  différences 


Ç %n 


Xm  - É, 


sont  assez  petites  pour  que  la  fonction  donnée  J"(x)  conserve  toujours 

3 
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entre  les  limites  x = xm,  x = Xm  le  même  signe.  A partir  de  cet 
instant,  de  nouvelles  valeurs  approchées  de  la  racine  £ peuvent  être  obte- 
nues à l’aide  de  la  règle  indiquée  et  développée  dans  les  corollaires  2 et  4- 
Ces  nouvelles  valeurs  approchées  de  la  racine  £ seront  d’ailleurs  déter- 
minées par  des  équations  semblables  soit  aux  formules  (18),  soit  aux 
formules  (19),  et  fourniront  deux  séries  l’une  croissante,  l’autre  décrois- 
sante , composées  de  termes  qui , dans  l’une  des  deux  séries , se  déduiront 
les  uns  des  autres  suivant  la  méthode  newtonienne.  Donc , si  l’on  suppose 
une  seule  racine  £ de  l’équation  (i)  comprise  entre  x0 , X,  et  si  l’on  fait 
abstraction  du  cas  où  cette  racine  vérifierait  l’équation  dérivée  du  second 
ordre 

(26)  /"(*)  = o, 

la  méthode  linéaire  , appliquée  à la  détermination  des  valeurs  approchées 
de  la  racine  £,  pourra  toujours  être  réduite,  après  un  certain  nombre 
d’approximations  successives,  à la  méthode  newtonienne. 

Si  le  premier  membre  de  l’équation  (1)  étant  une  fonction  entière  <p(x), 
représente  la  somme  des  termes  positifs  du  premier  membre,  et  — x(x) 
la  somme  des  termes  négatifs,  alors,  pour  que  f'(x)  ne  puisse  changer  de 
signe  entre  les  limites  x = xm , x = X„ , il  suffira  que  les  deux  différences 

(27)  <p  {xm)  — y,  (Xm),  cp  (Xm)  % W 

soient  deux  quantités  de  même  signe  ( voyez  le  corollaire  5 ). 

§ III. 

Comme  dans  une  équation  donnée 
(1)  /(*)  = 0 

les  racines  positives  deviennent  négatives,  et  réciproquement,  lorsqu’on 
remplace  dans  le  premier  membre  x par  — x , il  est  clair  que  la  déter- 
mination des  racines  réelles  d’une  équation  donnée  peut  toujours  être 
réduite  à la  détermination  des  racines  positives  de  cette  équation  et  d’une 
équation  transformée.  D’autre  part,  la  méthode  linéaire,  telle  que  je  l’ai 
présentée  dans  le  paragraphe  précédent,  étant  appliquée  à la  résolution 
d’une  équation,  offre  le  moyen  de  calculer  immédiatement  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  des  racines  positives  comprises  entre  deux  limites  don- 
nées x„ , X,  en  fournissant  au  moins  deux  séries  de  valeurs  indéfiniment 


( *9  ) 

approchées  de  ces  mêmes  racines  ; savoir,  une  série  de  termes 

(2)  x, , Xjj,  X3,  . . . 

qui  s’approchent  en  croissant  de  la  plus  petite  racine  £ , et  une  série  de 
termes 

(3)  # X, , X,,  X3>... 

qui  s’approchent  en  décroissant  de  la  plus  grande  racine  E.  Ce  n’est  pas 
tout  : en  supposant , pour  plus  de  généralité,  que  la  racine  £ soit  une 
racine  multiple  de  l’équation  (1),  et  désignant  par  i le  nombre  des 
racines  égales  à f , on  aura  sensiblement  pour  de  très  petites  valeurs  nu- 
mériques de  x — £ , 

_/(*)__  d.f(x)  f'(x)  Qu  (*-£)/»_,  . 

{x — d.{x — £)'  i{x — !)■  *’  lf(x) 


et  en  réalité 

(x-a 

if  (x) 


cT  désignant  un  nombre  très  petit.  Or,  si  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion donnée  est  une  fonction  entière  du  degré  n , si  d’ailleurs  on  fait 
abstraction  du  cas  toujours  facile  à reconnaître  où  toutes  les  racines  de 
l’équation  deviendraient  égales  entre  elles , et  à la  nieme  partie  du  coeffi- 
cient du  second  terme  pris  en  signe  contraire,  on  aura  généralement 

i Tl  ; 

et  même , dans  l’équation 

(4)  1 = * - (1  ± , 


le  produit  (1  =fccf)z  deviendra,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques 
Je  x — £,  inférieure  à n,  en  sorte  qu’on  tirera  de  cette  équation 

| = m(x,  x-  nj^), 

la  lettre  M indiquant  une  moyenne  entre  les  deux  quantités  comprises 
entre  les  parenthèses.  Donc  aussi,  pour  des  valeurs  de  m suffisamment 
grandes,  le  terme  de  la  série  (2)  désigné  par  xm  s’approchera  de  la  ra- 
cine £ de  telle  sorte  qu’on  aura 

(5)  ? = M (*"» 


3.. 


( 50  ) 

et  alors,  en  prenant  x,„  pour  valeur  de  on  commettra  une  erreur  plus 
petite  que  la  quantité  positive 

„ /(*-») 


(6) 


Si  la  racine  £ est  une  racine  simple  de  l’équation  (i),  le  produit 
réduit  à la  quantité  i =±=cT  , sera,  pour  de  très  petites  valeurs  de  S',  inté- 
rieur à 2.  Donc  alors,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  m,  la  différence 
entre  la  racine  £ et  sa  valeur  approchée  x,n  ne  surpassera  pas  le  nombre 


(7) 


2.-0r’> 


f\Xm)  ' 

On  sera  en  droit  d’affirmer  qu’il  en  est  ainsi,  lorsque  les  quantités 


(8) 


/ (■*•,„)  ’ 


substituées  à la  place  de  x dans  f{x),  fourniront  des  résultats  de  signes 
contraires.  Alors,  dans  la  détermination  des  valeurs  approchées  succes- 
sives de  la  racine  ?,  la  seconde  des  quantités  (8)  pourra  être  substituée 
au  terme  général  xm  de  la  série  (3). 

Par  des  raisonnements  semblables  à ceux  qui  précèdent,  on  prouvera 
encore  que,  pour  des  valeurs  de  m suffisamment  grandes,  le  terme  Xm  de 
la  série  (3)  s’approchera  de  la  racine  H de  manière  à vérifier  la  formule 


(9) 


E = M (X'”X-"7W> 


Alors,  en  prenant  Xm  pour  valeur  de  S,  on  commettra  une  erreur  plus 
petite  que  la  quantité  positive 

"7TO 

Si  H est  une  racine  simple,  l’expression  (10)  pourra  être  remplacée  , 
pour  de  très  grandes  valeurs  de  m,  par  le  produit 


(") 


/(X„) 
/'(Xm)  ’ 


et  l’on  sera  en  droit  d’affirmer  que  ce  produit  surpasse  la  différence 

X m a , 


y y /(Xm>_ 

•A  m y ^ ni  2 


/'(X„)  ’ 


lorsque  les  quantités 
(12) 


2 1 


substituées  à la  place  de  x dans  f[pc),  fourniront  des  résultats  de  signes 
contraires.  Alors,  dans  la  détermination  des  valeurs  approchées  de  la 
racine  S , la  seconde  des  quantités  (12)  pourra  être  substituée  au  terme 
x,n  de  la  série  (2). 

Si  la  racine  £ ou  E est  une  racine  multiple,  elle  se  trouvera  comprise 
pour  de  très  grandes  valeurs  de  m , non  plus  entre  les  quantités  (8)  ou 
(12) , mais  entre  ces  quantités 


(.3) 


— n 


f(X  n.) 

/'(«•)  ’ 


ou 


04) 


x„ 


n 


f&.n)_ 

/'(XJ’ 


et  l’on  sera  en  droit  d’affirmer  qu’il  en  est  ainsi,  lorsque  la  substitution 
des  deux  quantités  (i3)  ou  (14)  à la  place  de  x , dans  la  fonction  Jrx), 
fournira  deux  résultats  de  signes  contraires.  Alors  aussi  le  nombre  des 
racines  égales  à £ ou  H sera  certainement  impair.  Si  ce  nombre  deve- 
nait pair,  on  pourrait  affirmer  que  la  racine  0 ou  S est  effectivement  com- 
prise entre  les  limites(i3)  ou  (iZj),  à l’instant  où  la  substitution,  effectuée 
non  plus  dans  f(pc ),  mais  dans  J'(x),  fournirait  des  résultats  de  signes 
contraires. 

En  joignant  les  remarques  précédentes  aux  principes  établis  dans  les 
paragraphes  qui  précèdent , on  obtiendra  non  - seulement  des  valeurs 
indéfiniment  approchées  de  toutes  les  racines  réelles  , mais  aussi,  lorsque 
les  approximations  deviendront  suffisamment  grandes,  des  limites  des 
erreurs  commises  dans  la  substitution  des  valeurs  approchées  aux  valeurs 
exactes. 

Au  reste,  on  arrive  encore  plus  promptement  au  même  but,  en  rem- 
plaçant la  méthode  linéaire  par  celle  qui  se  fonde  sur  l’emploi  des  équa- 
tions auxiliaires  du  second  degré. 

Nota.  Lorsque  £ étant  une  racine  multiple  de  l’équation  (1),  i dé- 
signe le  nombre  des  racines  égales  à £ , et  a une  valeur  très  approchée 
de  f , l’équation  (4)  donne  à très  peu  près 


(.5) 


£ = « 


i 


tandis  qu’en  nommant  b une  nouvelle  valeur  approchée  fournie  par  la 
méthode  newtonienne,  on  aurait 


f (*) 

J»  ’ 


(16) 


b — a 


(•  22  ) 

Donc,  a étant  une  valeur  très  approchée  de  0,  on  aura  sensiblement 

(17)  £ = a -f-  i (b  — a). 

Soit  c une  nouvelle  valeur  approchée  de  0 qui  se  déduise  de  b , comme 
b de  a.  On  aura  encore  sensiblement  0 = b -f-  i(c  — b) , et  par  suite 

1 c — b 

' <'«i  ? = ' - —a 

La  formule  (18)  fournit  le  moyen  de  déterminer,  dans  la  méthode  newto- 
nienne, après  un  nombre  suffisant  d’approximations,  le  nombre  des  ra- 
cines égales  à £ , et  la  formule  (i5)  est  celle  qu’il  convient  de  substituer 
alors  à la  formule  (16),  dans  les  approximations  nouvelles. 

§ iv. 


La  fonction  f(x)  étant  supposée  entière  entre  les  limites  x — x0, 
.x=X,  concevons  qu’il  s’agisse  de  trouver  les  racines  de  l’équation 

(0  /(*)  = °> 

comprise  entre  ces  limites , et  nommons  0 la  plus  petite  de  ces  racines. 
La  méthode  linéaire  fournira  une  série  de  termes 

(2)  x3,  x3. 


qui  s’approcheront  en  croissant  de  la  racine  0.  Si  la  racine  0 étant  mul- 
tiple, i désigne  le  nombre  des  racines  égales  à 0,  alors,  en  vertu  des 
principes  établis  dans  le  paragraphe  précédent , on  aura , pour  de  grandes 
valeurs  de  m , 


(3) 


i/W  ~ ~ 


cT  désignant  un  nombre  très  petit;  et  par  suite 


(4) 

Donc  on  aura  sensiblement , pour  de  très  grandes  valeurs  de  m,  ou , ce  qui 
revient  au  même,  pour  de  très  petites  valeurs  de  J' , 


? 


Xm 


• f'(Xm) 

f ‘ton)  * 


(5) 


( 23  ) 


et  rigoureusement 


(6) 


1=  M 


fU O 
/'(*-)  ’ 


Xm—  (*+») 


/fa-)  "1 

/'fa.)  J’ 


la  lettre  M indiquant  une  moyenne  entre  les  quantités  que  renferment  les 
parenthèses.  Cela  posé  , pour  une  valeur  de  xm  suffisamment  approchée  de 
£ , on  pourra  substituer  à xm+l  le  second  membre  de  l’équation  (5) , en 
prenant 

_ ; /fa") 

(7)  **+«  — Xm  f\Xm  ) ’ 

et  alors , en  vertu  de  la  formule  (6) , l’erreur  que  produira  la  substitu- 
tion de  xm+1  à £ , sera  inférieure  à la  valeur  numérique  du  rapport 


(8) 


/fan.) 

/'fam)  ‘ 


Mais,  pour  appliquer  la  formule  (7),  il  est  nécessaire  de  connaître  la 
valeur  de  i.  Or  si  l’on  nomme  a une  valeur  très  approchée  de  a pour- 
rait être  précisément  xm,  et  b la  nouvelle  valeur  approchée  que  fournirait 
la  méthode  newtonienne,  on  trouvera 

h — n — /fa 
(9)  “ f\a)  > 


et,  en  vertu  de  la  formule  (5),  on  aura  sensiblement 

1=  a — i z=  a + i{b  — a). 

On  aura  de  même,  en  supposant  que  c soit  déduit  de  b , comme  b de  a, 

Z = b + i(c-b), 

et  par  suite 

a i (b  — a)  = b i (c  — b),  -7=1  — y ~ , 

d’où 

(«o)  *'  = 0 ~ j~a)  ■ 


Ainsi,  d’une  première  valeur  très  approchée  de  la  racine  £,  il  suffira 
d’en  déduire  deux  autres  b,  c,  par  la  méthode  newtonienne,  pour  ob- 
tenir une  valeur  très  approchée  de  i , ce  qui  sera  suffisant , le  nombre  i 
devant  d’ailleurs  être  un  nombre  entier.  La  valeur  de  i étant  trouvée,  la 
formule  (7)  pourra,  dans  la  recherche  de  nouvelles  valeurs  approchées, 


( *4  ) 


être  substituée  avec  avantage  à la  formule  (9),  employée  par  Newton  , 
et  la  formule  (8)  fera  connaître  les  limites  des  erreurs  commises.  On 
pourra  d’ailleurs  s’assurer  directement  que  la  différence  £ — xmJrl  olfre 
une  valeur  numérique  inférieure  à celle  de  l’expression  (8),  en  substi- 
tuant successivement  les  deux  quantités 


('  0 


Xm—  (*—  0 


f(X,n) 


Xm  — ( I -{- 


I 


'l  f Tm'> 

' f (,rm)  ’ 


à la  place  de  x , dans  la  fonction  f(x),  si  le  nombre  i est  impair,  et 
dans  la  fonction  f {oc) , si  le  nombre  i est  pair;  car  une  racine  £ de 
l’équation  (1)  ou  de  sa  dérivée  sera  certainement  comprise  entre  les 
quantités  (1 1),  si  les  substitutions  successives  de  ces  deux  quantités  four- 
nissent des  résultats  de  signes  contraires;  et  il  devra  en  être  ainsi , lorsque 
le  nombre  m sera  très  considérable. 

Au  reste,  lorsque  x,n  représente  une  valeur  déjà  très  approchée  de  la 
racine  £ supposée  multiple,  il  suffit,  pour  obtenir  de  nouvelles  valeurs 
approchées,  qui  convergent  rapidement  vers  la  racine  £,  d’appliquer  la 
méthode  newtonienne  à l’équation  (1)  présentée  sous  la  forme 


(12) 


/_(£)__ 
/>)  “ 


o, 


attendu  que  £ sera  une  racine  simple  de  l’équation  (12). 
posant , pour  abréger  , 


(i3) 


<p(x) 


f{x) 

” /'(*)  ’ 


Alors  , en 


on  déduira  de  x,„  une  nouvelle  valeur  approchée  xm±,  à l’aide  de  la 
formule 


(>4) 

ou 

(.5) 


= x„ 


® ( xm) 
<f>'(xmy 


/(*«)/'(  fm) 

[f'(xm)Y  — f(Xm)f"(Xmy 


Des  opérations  semblables  à celles  que  nous  venons  d’indiquer  servi- 
ront encore  à déterminer  la  plus  grande  des  racines  comprises  entre 
les  limites  x„,X,  si  cette  racine  S était  multiple. 


( *5  ) 


§ V. 

Étant  donnée  une  fonction  f[x ) qui  reste  finie  et  continue  ainsi  que 
ses  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  f\x),  f"(x),  entre  les 
limites 

X = xot  X = X > x0, 

on  aura  , en  supposant  x et  a renfermés  entre  ces  limites , 

f"(u ) 

/(•*)  = f{a)  + {X  — a)f(a)  + [x  — a)a— 

la  valeur  de  u étant  elle-même  renfermée  entre  a et  x , à plus  forte 
raison  entre  xa  et  X.  Cela  posé  , nommons 

v et  V 

la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  la  fonction  ^f'(x)  puisse 
acquérir  entre  les  limites  xz=x, , x = X,  ou  bien  encore  des  quantités 
dont  la  première  soit  inférieure  à la  plus  petite  de  ces  valeurs,  et  la  se- 
conde supérieure  à la  plus  grande.  L’équation  ~f"{u ) =M(e,  V),  jointe  à 
celle  qui  précède,  entraînera  la  formule 

f(x)  — M[/(a)  -f  (x  — à)f\à)  + v{x  — a )’ , f {a ) -f  {x  — a)f'{a)  +V(æ-  a)2]  , 

Or,  de  ces  dernières  formules,  jointes  aux  théorèmes  2 et  3 du  § lr, 
on  déduira  immédiatement  la  proposition  que  je  vais  énoncer. 

Théorème  ier.  Soit 

(0  /(*)  = o 

une  équation  dont  le  premier  membre  reste  fonction  continue  de  x , ainsi 
que  ses  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre , entre  les  limites  x=xa , 
x = X >•  x0.  Nommons  v la  plus  petite,  Y la  plus  grande  des  valeurs 
que  la  fonctiou  \f"(x)  puisse  recevoir  entre  les  limites  dont  il  s’agit,  ou 
bien  encore  deux  quantités,  la  première  inférieure  à la  plus  petite  de  ces 
valeurs,  la  seconde  supérieure  à la  plus  grande,  et  concevons  que  l’on 
résolve  les  équations  du  second  degré 

(2)  /(*,)  +(*— *.)/'(*„)  + v(x—xoy=o , f{x0)  + {x—x0)f{xo)  -f  V (x— x0)*=o , 

(3)  f(X)  + (x-X)f'(X)  + v(x-X)‘=  o,  f(X)+(x-X)f(X)- fV(*  — X)*=o. 

Supposons  d’ailleurs  que,  dans  le  cas  où  des  valeurs  réelles  de  x,  ren- 
fermées entre  x. , X , vérifieraient,  comme  racines,  soit  l’équation  ( 1 ï , 

4 


( 26  ) 

soit  les  équations  auxiliaires  (2)  et  (3);  on  nomme 

Ç et  H la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  ces  racines  dans  l’équation  (1), 
x,  et  x.-f-cT,  la  plus  petite  pour  l’une  des  équations  (2),  et  la  plus 
petite  pour  l’autre,  «T,  étant  positif, 

X,  et  X,  — g,  la  plus  grande  pour  l’une  des  équations  (3)  et  la  plus 
grande  pour  l’autre,  g,  étant  positif. 


Si  l’équation  (1)  admet  effectivement  des  racines  réelles  comprises 
entre  les  limites  xQ  , X , l’existence  de  ces  racines  entraînera  l’existence 
des  nouvelles  limites 

X, 


qui  pourront  être  substituées  avec  avantage  aux  limites  données 


xD  X , 

attendu  que  l’on  aura 

(4)  -r0  < x,  < h < X,  < X. 

Les  deux  racines  S pourront  d’ailleurs  être  distinctes  l’une  de  l’autre, 
ou  se  réduire  à une  seule.  De  plus,  l’existence  de  la  limite 

x<  + ^1  > 


entraînera  toujours  l’existence  des  racines  £ , H distinctes  ou  non  l’une  de 
l’autre,  et  par  suite  l’existence  des  limites  x , , X,  qui  vérifieront  la  seconde 
des  conditions  (4)  avec  la  suivante 

(5)  x0  < x,  < | < x,  -f-  < X. 

Pareillement  l’existence  de  la  limite  X,  — e, , entraînera  toujours  l’exis- 
tence des  racines  H distinctes  ou  non  l’une  de  l’autre,  et  par  suite 
l’existence  des  limites  x,,X,  qui  vérifieront  la  première  des  conditions  (4) 
avec  la  suivante 

(6)  *0  < X,  — e,  <C  h < X,  < X. 

Corollaire  1".  Supposons  la  fonction  f(x ) décomposée  en  deux  autres 

?(*)»  — *(*)> 

dont  les  dérivées  du  second  ordre 

*"(*)»  — *"(*)> 

restent  fonctions  continues  de  x,  entre  les  limites  x=x0,  x~X,  et  soient 


(.27  ) 

la  première  toujours  croissante , la  seconde  toujours  décroissante  entre 
ces  limites.  La  condition 

.r„  < m < X 

entraînera  les  suivantes 

4>Vo)  < <?>»  < <P'(X) , *"(*„)  < < /(X)  ; 

et  en  conséquence  la  fonction 

/»  = ![?"(«)  - «"(«)] 

sera  supérieure  à c,  mais  inférieure  à Y,  si  l’on  pose 

(7)  = t[^"W-x"(X)] , V =É[*"(X)  - *"(*o)]. 

Donc  alors  on  pourra,  dans  le  théorème  énoncé,  attribuer  à c et  à Y les 
valeurs  que  fournissent  les  équations  (7). 

Si , les  limites  x0  , X étant  des  quantités  positives , l’équation  ( 1)  a pour 
premier  membre  une  fonction  entière  de  x,  on  pourra  prendre  pour  Q{x) 
la  somme  des  termes  positifs  de  ce  premier  membre  et  pour  — %{x)  la 
somme  des  termes  négatifs. 

Corollaire  2.  Si  les  limites  x„,  X sont  assez  rapprochées  l’une  de  l’autre 
pour  que  la  fonction  dérivée  du  troisième  ordre  f'"(x ) ne  change  pas  de 
signe  entre  ces  limites , la  fonction  dérivée  du  second  ordre  f"(x)  sera 
toujours  croissante  ou  toujours  décroissante  depuis  x=x0  jusqu’à  x=X. 
On  aura  donc  alors,  pour  une  valeur  de  u comprise  entre  les  limites 
données , 

f"(u)  = M[f"(x0),  /"(X)], 

et  par  suite  on  pourra  prendre  pour 

e et  V 

la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  deux  quantités 

i /'(*.)>  i/"(X). 

Corollaire  3.  Supposons  les  valeurs  de  0,  V déterminées  d'après  une 
des  règles  énoncées  dans  les  corollaires  1 et  2 , ou  d’après  toute  autre 
réglé,  en  vertu  de  laquelle  la  condition  f"{u)  — M (e,  V)  étant  vérifiée 
pour  toute  valeur  de  u comprise  entre  x0,  X,  les  limites  c,  V se  rappro- 
cheraient l’une  de  l’autre  en  même  temps  que  les  limites  xa,  X.  Supposons 
d’ailleurs  que  1 équation  (1)  offre  une  ou  plusieurs  racines  réelles  com- 
prises entre  les  limites  x , , X.  L’existence  de  ces  racines  entraînera 

4*» 


l’existence  des  nouvelles  limites  désignées  par  xt,  X,  ; et  si  l’on  repré- 
sente par 


(9) 

(10) 


^01  ^1  1 X a > «373  y CtC.  j 
^ J X 1 y X 2 | X3  j C tC  • 


deux  séries  de  termes  dans  chacune  desquelles  le  troisième  terme  se  dé- 
duise du  second,  le  quatrième  du  troisième,  etc.;  comme  le  second  se 
déduit  du  premier,  le  terme  général  de  la  série  (9)  s’approchera  indéfi- 
niment de  la  racine  £ , et  le  terme  général  de  la  série  (10)  de  la  racine  H , 
£ étant  la  plus  petite , et  H la  plus  grande  des  racines  dont  il  s’agit.  En 
effet,  soient 


ce  que  deviennent  v et  Y,  lorsqu’on  remplace  x0  et  X par  xm  et  Xm, 
m étant  un  nombre  entier  quelconque  ; vm  et  Vm  seront  compris  entre  les 
limites  e,  Y;  et  xm+1  sera  la  plus  petite  des  racines  qui,  étant  comprises 
entre  xm  , X„,  vérifieront  l’une  des  équations 

(il)  f(Xm)+{X-Xm)f\xm)  -f  Vm(X-Xmy=0  , /(lm)+(^m)/'(ïm)+V„(Mm)'=0; 

par  suite  f(pcm ) sera  équivalente  à l’une  des  quantités 

^12)  — G^m)  "4"  +-i  — , ~ ~ (•2’m+i- ” -^m)  [./^ 

Or  , comme  les  termes  de  la  série  (9)  croissent  toujours  sans  pouvoir  sur- 
passer X,  il  est  clair  que,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  m , 
la  différence  positive  x,n+l  — xm  devra  être  infiniment  petite,  et  qu’alors 
chacune  des  expressions  (12)  deviendra  encore  infiniment  petite  avec  la 
valeur  numérique  de  f(xm).  Donc,  si  l’on  nomme  g la  limite  dont  s’ap- 
proche en  croissant  le  terme  général  xm  de  la  série  (9) , f(£)  ou  la  limite 
de  f[xm)  sera  nulle;  et  £ ne  pourra  être  que  la  plus  petite  des  racines 
de  l’équation  (1)  comprises  entre  x„  et  X , attendu  que  cette  plus  petite 
racine  devra  surpasser  tous  les  termes  de  la  série  (9). 

O11  prouvera  de  même  que  la  limite  H dont  s’approche  en  décroissant 
le  terme,  général  de  la  série  (10)  se  réduit  à la  plus  grande  des  racines  de 
l'équation  (1)  comprises  entre  les  limites  xa , X. 

Si  l’équation  (1)  n’offrait  point  de  racines  comprises  entre  x0,  X , alors 
les  équations  auxiliaires  cesseraient  d’offrir  deux  racines  comprises  entre 
X,  et  que  l’on  pût  considérer  comme  deux  nouvelles  limites  xl}  X,  ; 
ou  les  termes  de  la  série  (9)  finiraient  par  surpasser  ceux  de  la  série  (10). 
La  méthode  de  résolution  , fondée  sur  la  détermination  des  divers 
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termes  de  la  série  (9)  ou  (10),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  l’em- 
ploi des  équations  auxiliaires  du  second  degré  (2)  et  (3),  est  ce  qu’011  doit 
naturellement  nommer  la  méthode  des  approximations  du  second  degré, 
ou  simplement  la  méthode  du  second  degré. 

Corollaire  4-  Supposons  la  fonction  f"\x)  toujours  affectée  du  même 
signe  entre  les  limites  xz=x0,  x=X.  Alors  , en  vertu  du  corollaire  2,  on 
pourra  prendre 

£/"(*.)  et  if  \X) 

pour  valeurs  de  0 et  de  Y,  ce  qui  réduira  les  équations  auxiliaires  (2)  et  (3) 


aux  suivantes  : 

(■/(*-)  + (*  - *.)/'(r„)  +.(-^— = ■ 

(i3) 

lf(x0)  +(X-  x0)f\xo)  + f(X)  = 0 

f/CX)  + (*  -X)/'(X)  + (*~X)7'W  - 0, 

04) 

i 

(/(X)  +(x-X)  /'(X)  + — -2-—f"(X)  = 0. 

Supposons  maintenant  la  fonction  f(x)  décomposable  en  deux  autres 

<?(*)>  — %(*) 

dont  les  dérivées  du  troisième  ordre 

P»,  -*'"(*), 

restent  fonctions  continues  de  x entre  les  limites  x = xQ , x = X,  et 
soient  la  première  toujours  croissante , la  seconde  toujours  décroissante 
entre  ces  limites.  Les  deux  différences 

(«5)  <p'\x  „)-*w(X),  **(X) - *"(*.), 

seront,  la  première  inférieure  à la  plus  petite , la  seconde  supérieure  à la 
plus  grande  des  valeurs  qu’acquerra  entre  ces  limites  la  fonction 

f"\x)  = <p'”(x)  — 

Par  conséquent,  si  les  quantités  (i5)  offrent  le  même  signe,  ce  signe 
affectera  constamment  la  valeur  de  f"'(x)  entre  les  limites  données.  Donc , 
pour  que  les  équations  auxiliaires  puissent  être  réduites  aux  équations  ( 1 3), 
04),  il  suffit  que  les  quantités  (i5)  offrent  le  même  signe. 

Si,  les  limites  x0 , X étant  des  quantités  positives,  l’équation  (ri)  a 
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pour  premier  membre  une  fonction  entière  de  x,  on  pourra  prendre 
pour  <p(x ) la  somme  des  termes  positifs  du  premier  membre , et  pour 
— X(x)  la  somme  des  termes  négatifs. 

La  première  des  formules  (i3) , ou  la  seconde  des  formules  (14)  est  celle 
qui  a été  indiquée  par  Halley,  comme  offrant  le  moyen  de  tirer  d’une 
première  valeur  suffisamment  approchée  d’une  racine  £ ou  H une  série 
d’autres  valeurs  indéfiniment  approchées  de  la  même  racine. 

Corollaire  5.  Les  équations  (2),  résolues  par  rapport  à x — x0  , ou 


plutôt  par  rapport  à 


1 


X — x0 


I 


X — x„ 


X 


*0 


donnent 

J (go)  f , -K  . 
2/(g0)  1 V 

/ ///(go)  [ 

’ f[/(g0)]*r 

/'<*•>  [,  -4-  > 
*/(g*>  1 V 

/ / V/(*0)l 

x 4[/'(g0)?r 

ou  , ce  qui  revient  au  même  , 


(16) 


2 


[7>o)r 


/(*  o) 

/'(g»)  ’ 


/(g  0) 

v/gy /'(*.)  ' 
[/'*<>)? 


et  chacune  des  valeurs  précédentes  de  x sera  réelle  , si  le  signe  de  /’(x0) 
est  contraire  à celui  de  la  quantité  v ou  Y , ou  bien  encore , si  la  valeur 
numérique  de  f(x0)  est  assez  petite  pour  rendre  celles  des  produits 

4 /(g.)  4v/(gp) 

[/'(go)?’  [/'(go)]5 


inferieures  à l’unité.  Pareillement  les  équations  (3),  résolues  par  rapport 
à x,  donnent 


(18) 


:r  = X — 


/(X) 


p/(X)  /'(X)’ 
[/'(X)? 


X — x — 


/(X) 

r V/(X)  /'(X)’ 

V'(X)? 


et  chacune  de  ces  dernières  valeurs  de  x sera  réelle  , si  le  signe  de 
/(X)  est  contraire  à celui  de  v ou  Y,  ou  bien  encore,  si  la  valeur  nu- 
mérique de  /(X)  est  assez  petite  pour  rendre  celles  des  produits 

1 , 4 »/(X)  _4v/(X) 

U9)  [/'(X)]*  ’ [/'(X)p 
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inférieure  à l’unité.  D’ailleurs , en  vertu  du  théorème  2 , on  pourra  , 
dans  les  formules  (16)  ou  (18),  fixer  le  double  signe  de  manière  que  les 
valeurs  de  x fournies  par  les  équations  (16)  soient  supérieures  à x0,  mais 
aussi  rapprochées  que  possible  de  x, , et  les  valeurs  de  x fournies  par  les 
équations  (18),  inférieures  à X,  mais  aussi  rapprochées  que  possible  de  X. 
Or  on  atteindra  ce  but,  si  les  conditions 


(20) 


/fo>)  ^ 

f'\Xo) 


o> 


/(X) 

/'(X) 


> O 


se  trouvent  remplies,  en  réduisant  les  formules  (16)  et  (18)  aux  sui- 
vantes : 


(21) 


(22) 


0 

/(*«.) 

I + 

J. 

/ vf{X  „) 

f\*  0)  ’ 

V 

4 [/(*„)? 

2 

/(*  0) 

1 + 

v/- 

4 v •/><>) 

4 [/'(«o)]' 

/'(*o)  ’ 

2 

/(X) 

I + 

v/' 

4 ^/(X) 

+ [/'(X)]a 

yw 

2 

/(X) 

• + 

v/' 

, v/(X) 

/'(X)- 

V 

4 L/'(X)]’ 

Si , la  première  des  conditions  (20)  étant  remplie,  l’équation  (1)  admet 
des  racines  comprises  entre  les  limites  æ0 , X,  la  plus  petite  £ surpassera  la 
plus  petite  x,  des  valeurs  de  x que  donneront  les  formules  (21);  et,  en 
prenant  x,  pour  on  commettra,  si  ces  deux  valeurs  sont  réelles  et 
renfermées  entre  x0 , X , une  erreur  plus  petite  que  leur  différence , 
c’est-à-dire  plus  petite  que  la  valeur  numérique  du  produit 


fr/te)  . /,  4V/(Q 

v [/'(*.)?  v r f'ixn)v 


[/'(O? 


/(*  0) 


{■+*/■ 


/ vf(x o)  H I . / / V 1 

i-nk— }|'  + v/,-4rrwj:) 


/'(*  o) 


[/'(*.  0)] 

équivalent  lui-mème  à l’expression 

8(V  - t>)  f[x0)] 


[f\x0)v{ i+v/1  ^[/U)y}{1+^1  *Æ-}{\/»  4CAij],+v/1  4rXi)?}* 


(23) 
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Il  y a plus , si  la  première  des  conditions  (20)  étant  remplie  , les  se- 
conds membres  des  formules  (21)  sont  renfermés  entre  les  limites  xD  , 
X , ces  seconds  membres,  que  nous  représenterons  alors  par 

x,  x,  -h  J',, 


comprendront  entre  eux  une  racine  £ de  l’équation  (1);  et  pareillement, 
si , la  seconde  des  conditions  (20)  étant  remplies,  les  seconds  membres  des 
formules  (22)  sont  compris  entre  les  limites  x„ , X , ces  seconds  membres 
que  nous  représenterons  alors  par 

X„  X,  - 


comprendront  entre  eux  une  racine  E de  l’équation  (1). 

Corollaire  1".  Si  la  plus  petite  £ des  racines  de  l’équation  (1)  comprise 
entre  x„ , X est  assez  rapprochée  de  xa  pour  que  la  fonction  dérivée 
f\x)  ne  change  pas  de  signe  entre  les  limites  x = x, , x = X,  le 


rapport  qui  décroîtra,  dans  cet  intervalle,  en  passant  de  la  valeur 


uositive  s=  x à la  valeur  nulle  =0,  offrira  une  dérivée  LC^; 

r f{Xo)  /(*„)  M.T„) 


/(*.)' 


/(•T  o) 


toujours  négative.  Donc  alors,  la  première  des  conditions  (20)  sera  rem- 
plie , et  la  racine  £ surpassera  la  plus  petite  x,  des  valeurs  de  x four- 
nies par  les  équations  (21). 

Pareillement , si  la  plus  grande  E des  racines  de  l’équation  (1)  comprises 
entre  les  limites  x0,  X est  assez  rapprochée  de  X pour  que  la  fonction 
dérivée  /'(x)  ne  change  pas  de  signe  entre  les  limites  x = E , x = X,  le 


rapport 


/(*) 

/(X) 


qui  croîtra  dans  cet  intervalle  , en  passant  de  la  valeur  nulle 


flzL  — o à la  valeur  positive 
/(X) 


/(X)  , 
/(X)  — 


offrira  une  dérivée 


/(X) 


tou- 


jours positive.  Donc  alors  la  seconde  des  conditions  (20)  sera  remplie  , et 
la  racine  E sera  inférieure  à la  plus  grande  X,  des  valeurs  de  x fournies 
par  les  équations  (22). 
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